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概 要

情報ネットワーク発展と普及は社会ネットワーク上の
情報交換を活性化しており，ソーシャルメディアネット
ワーク上のダイナミクスは興味深い研究対象となってい
る．特に，ネット炎上のような爆発的な振舞いがどのよ
うな仕組みで発生するのかを理解するためには，人のア
クティビティが情報ネットワークを介して互いに影響を
与え合うダイナミクスのモデル化が必要である．ユーザ
間の相互作用の強さは一般に非対称であるので，そこか
ら生じるダイナミクスはリンクの非対称性を考慮しなけ
ればならない．本稿では，ネットワーク上の振動ダイナ
ミクスのモデルを導入し，それをスペクトルグラフ理論
の枠組みで記述した後に，振動モデルを有向グラフ上に
拡張することによって，ネット炎上の発生モデルを議論
する．

1 はじめに

情報ネットワークによる情報流通の活性化は実社会の
ネットワーク構造にも影響を及ぼし，ネット上の現象が
現実の社会活動に大きな影響を与えるようになってきて
いる．特に，ネット炎上などに見られるソーシャルメディ
アネットワーク上の爆発的なダイナミクスは，一部の企
業や被災者への悪影響にとどまらず，サイバーフィジカ
ルシステムとして幅広い社会的損失を招く可能性もある．
本報告は，ネット炎上を含む爆発的なダイナミクスの発
生原因を工学的に理解し，その発生の抑制／緩和を工学
的観点から検討するための枠組みの構築を目指したもの
である．具体的には，ユーザ間の非対称な相互作用を含
んだネットワーク構造の分類，ネットワーク上の振動モ
デルによるノード中心性の拡張，一般の有向グラフに関
する振動モデルの拡張，及びそこから現れる非自明で複
雑なダイナミクスの分析に関する研究の進展について報
告する．
一口にネット炎上と言っても，実際には個別の事情に

依存した様々なパターンのネット炎上が存在する筈だが，
本報告では，ソーシャルメディアネットワーク上でのユー
ザのアクティビティの強さが時間と共に発散する現象を
ネット炎上と呼ぶことにする．ネット炎上の発生・拡大
に関して，それぞれの個別事情を勘案すれば，社会学的
または行動心理学的など様々な観点から個別事情に応じ
た多様なモデル化が可能かもしれない．しかし，本稿の
立場は，ネット炎上の背後にある個別事情はあえて考慮

せず，ネット炎上の現象に共通して現れる普遍的な仕組
みを工学的にモデル化することを目指している．
情報通信の分野では，かつて電話回線の設計問題にお

いて，特定の条件下で電話の発呼パターンはランダムで
あるとされ，応用上大きな成功を収めた．本来，個々の発
呼の背後には人々の営みや個別の事情がある筈だが，個
別事情に依らないモデル化を行うことで普遍的な取扱に
成功したといえる．この例に倣うと，ネット炎上の場合
も個別の事情に依らない普遍的な仕組みを考えることで，
汎用的な工学的応用に結びつくのではないだろうか．少
なくとも，ひとたびネット炎上が発生したとして，それに
対する個別の事情を考慮した本質的な対処がなされるま
での間に，その影響が社会的に拡大することは避けなけ
ればならない．そのためには，情報ネットワーク側で即
応可能な制御として，ネット炎上が大事に至らないよう
激変緩和措置を講ずることが望ましい．このように，個
別の事情による分析結果を待たずに即応して対応できる
応急的制御のためには，個別事情に依らない普遍的なモ
デル化が必要なのである．
本報告の構成は以下の通りである．第 2節では，社会

ネットワークに現れる非対称なリンクを分類し，対称化
可能な有向グラフの条件を論じる．また，その分類に基
づいてネットワーク構造を表す Laplacian 行列を分解す
る方法を論じる．第 3節では，対称化可能な有向グラフ
を対象にして，ネットワーク上の振動モデルを導入し，そ
の解を求めると共に，ノードの振動エネルギーとノード
中心性の関係について論じる．第 4節では，対称化可能
でない一般の有向グラフに対してネットワークの振動モ
デルを拡張し，ノード中心性が自律的に発散するような
ネット炎上のモデルを提案する．また，振動モデルに基
づき，ネット炎上の防止技術について論じる．第 5節で
まとめを行う．

2 有向グラフの分類と Laplacian 行

列の分解

2.1 Laplacian 行列の定義

n ノードからなる有向グラフ G(V,E) を考え，ノード
の集合を V = {1, . . . , n}，有向リンクの集合を E とす
る. 有向リンク (i → j) ∈ E は重み wij > 0 を持つとし，
n×n の (重みつき) 隣接行列 A = [Aij ] を以下のように
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図 1: 有向グラフの Laplacian 行列の例

定義する．

Aij :=

{
wij ((i → j) ∈ E)

0 ((i → j) ̸∈ E)

次に，ノード i の (重みつき) 出次数を di :=
∑

j∈∂i wij

(但し ∂i はノード i の出リンクの隣接ノード集合) と定
義し，出次数行列を D := diag(d1, . . . , dn) とする. こ
のとき，G(V,E) の Laplacian 行列 L は以下のように定
義される (図 1 参照)．

L := D −A

定義から明らかなように，有向グラフの Laplacian 行列
は一般に非対称行列 (L ̸= tL) となる．
スペクトルグラフ理論とは，隣接行列や Laplacian 行

列の固有値・固有ベクトルなどからグラフの構造やグラ
フ上のダイナミクスを調べる理論である [1, 2, 3]．一般
に，正方行列が対称 (行と列の入れ替えで不変) ならば多
くの都合の良い性質が成り立つため，スペクトルグラフ
理論は対称行列で表現可能な無向グラフに関して多くの
有用な結果が知られている．一方で，非対称行列で表現さ
れる有向グラフへの適用は難しく，Google の PageRank

[4] はその数少ない成功例の一つである.

隣接行列 A と Laplacian 行列 L が持つ情報量はどち
らも同じである．即ち，どちらか一方の行列が与えられ
ればもう一方も導出できる．それ故に，グラフ G(V,E)

の構造を表す上ではどちらの行列も重要性は変わらない．
しかし，以降で議論するように，ネットワーク上の振動
ダイナミクスを記述する際には Laplacian 行列 L が重要
な役割を演じる．

2.2 対称化可能な有向グラフとスケーリング
された Laplacian 行列

図 2は，非対称リンクの典型例を示したものであり，太
い矢印と細い矢印がそれぞれ影響力の強さを表している．
図 2 (a) では，リンクの非対称性をノードの特性に還元
することができる．つまり，中心のノードが強いノード
で，周囲のノードが弱いノードであるとすれば，リンク

(a) hub type relation (b) cyclic relation

weak link

strong link

図 2: ノード間の非対称リンクの典型例

非対称性をノードの特性として表現でき，リンクの対称
化が可能であると考えられる．一方，図 2 (b) の関係で
は，リンク非対称性は純粋にリンクの性質であり，ノー
ドの特性に還元することは出来ない．このようなリンク
非対称性の分類は，Laplacian 行列を用いて以下のよう
にまとめることができる．
ベクトル tm = (m1, . . . , mn) が tmL = 0 を満たす

(固有値 0 の左固有ベクトルである) としたとき，mi > 0

が任意の隣接ノード i–j 間で

mi wij = mj wji (≡ kij) (1)

を満たすと仮定する．条件 (1) の物理的意味は第 3 節の
振動モデルの説明の中で改めて議論する．因みに図 2 (a)

の非対称リンクはこの条件を満たすが (b) は満たさない．
有向グラフ G(V,E)が対称化可能であるとは，条件 (1)

を満たすことであると定義する．以降，対称化可能な有
向グラフの Laplacian 行列を L0 と表記する．
有向グラフ G(V,E) が対称化可能であるとき，G(V,E)

のリンクの重みを kij := mi wij に置き換えた無向グラフ
G(V,E) を考え，G(V,E) の Laplacian 行列 L を求める
と，kij = kji から L は対称行列となり，L と L0 の関
係は

L0 = M−1L (2)

と書ける．但しM := diag(m1, . . . , mn) であり，M の
対角成分は

tmL0 = 0 (3)

を満たす左固有ベクトル tm = (m1, . . . , mn) の成分で
ある．図 3 は，有向グラフのラプラシアン行列を式 (2)

の形に分解する例である．
次に対称 Laplacian 行列 L から scaled Laplacian 行

列 S0 を以下のように定義する [5]．

S0 := M−1/2 LM−1/2 (4)

L が対称行列なので S0 も対称行列である．また，S0 と
L0 の関係が

S0 = M+1/2 L0 M
−1/2

であることを用いると，L0 の固有値方程式が

L0 x = λx ⇔ S0 (M
+1/2 x) = λ (M+1/2 x)
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図 3: Laplacian 行列の対称化の手続き例

とかける．ここで，λと xはそれぞれ L0 の固有値・固有
ベクトルである．このことから，S0 は L0 と同じ固有値
を持つこと，及び互いの固有ベクトルが M+1/2 の因子
で変換できることが分かる．従って，有向グラフ G(V,E)

が対称化可能であれば，非対称リンクを対称化すること
で対称な行列 S0 を用いて分析可能であることがわかる．
S0 の二次形式

ty S0 y =
∑

(i,j)∈E

kij

(
yi
mi

− yj√
mimj

)2

≥ 0,

より，S0 の固有値は非負で最小固有値が 0 (S0 は非負
定値行列) であることが分かる．そこで n 個の固有値を
昇順に並べて

0 = λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn−1

とし，固有値 λµ (µ = 0, 1, . . . , n − 1) に属する固有ベ
クトル vµ を固有基底として (長さ 1 で互いに直交する
ように) 以下のように選ぶ．

S0 vµ = λµ vµ, vµ · vν = δµν , (5)

ここで δµν は Kronecker のデルタである．

2.3 Laplacian 行列の分解

一般の有向グラフ G(V,E) は対称化可能とは限らない
ので， Laplacian 行列 L を対称化可能な部分とそれ以外
に分解することを考える．

L = L0 +LI (6)

ここで，L0 は (2) によって対称化可能な Laplacian 行
列で，LI はそれ以外の部分からなる Laplacian 行列であ
る．L0 を適当に選べば，LI はノード間に高々片方向の
みのリンクしか存在しないグラフの Laplacian 行列とす
ることができる．式 (6)の分解は一意的ではないが，逆
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図 4: 一般の有向グラフに対する Laplacian行列の分解例

にいえば取扱いの容易な都合の良い分解を選ぶことがで
きる自由度がある．
図 4 は，Laplacian 行列の分解の例を示したものであ

る．L0 に対応するグラフは図 3 と同じもので，(2) によ
る対称化が可能である．
次に，L に対応した scaled Laplacian 行列 S に対し

ても以下の分解を考える．

S = S0 + SI (7)

ここで，S0 (= M+1/2 L0 M
−1/2) は対称な scaled

Laplacian 行列で，SI (= M+1/2 LI M
−1/2) はノード間

に高々片方向のみのリンクしか存在しないグラフの scaled

Laplacian 行列である．

3 対称化可能な有向グラフ上の振動モ

デル

本節では，対称化可能な有向グラフ上での非対称なノー
ド間相互作用を考慮したネットワーク上の振動モデルに
ついて述べる [6, 7]．このモデルの重要性は，ノードの振
動エネルギーがノード中心性の拡張概念を与えることに
ある [8]．

3.1 ネットワーク上の振動モデル

時刻 t におけるノード i の重み xi(t) が，ノードの平
衡点からの変位を表すものとし，隣接ノード間には互い
の変位の差に比例した復元力が働くものとする．図 5 は
そのような状況の模式図である．この図は一次元ネット
ワークを例示したものであり，一次元ネットワークに限
れば，ネットワーク上の振動モデルは縦波として図 6 の
ような表現も可能である．しかし，図 5 の表現は一次元
以外の一般のネットワークにも拡張可能である．
まず，このモデルが極めて自然で且つ基本的であるこ

とを説明したい．各ノードがそれぞれの状態量 xi(t) を
持ち，リンクを介して影響を与え合う状況を考えてみる．
全てのノードの状態量 xi(t) が等しい場合，ノード間の
影響が無い安定状態であると考えるのは自然である．次
に，ノードの状態量 xi(t) が隣接ノード間で異なる場合，
その「差」が大きいほど互いが安定状態に向かう方向に
大きな復元力が働くと考えるのも自然である．もし状態
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図 5: ネットワーク上の振動モデル (1)
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図 6: ネットワーク上の振動モデル (2)

量の「比」によって復元力が働く場合も，適当に対数を
採れば「差」として考え直すことが出来る．復元力の強
さが「差」に関するどのような関数であっても，安定状
態の回りで Taylor 展開すれば，第一次の近似として「状
態量の差に比例」した復元力が現れる．従って，図 5 の
ようなバネのモデルは，多くのモデルが共通して含んで
いる特性を記述する基本的なモデルなのである．
ネットワーク上の振動モデルとしては，蔵本モデルと

呼ばれる結合振動子のモデルが知られている [9]．蔵本モ
デルとは，図 7 に示すように，同一の (もしくは類似し
た) 複数の振動子が，ネットワークを介して弱く結合して
いるモデルであり，弱い結合を介して振動子が同期する
現象を記述するものである．本研究で扱う振動モデルは，
隣接ノードがリンクを介して直接的に強い影響を及ぼし
合うモデルであり，蔵本モデルとは本質的に異なるモデ
ルとなっている．
隣接ノード i–j 間のバネ係数を kij = kji とし，ノード

i の質量を mi とすると，ノードの変位ベクトル x(t) :=
t(x1(t), . . . , xn(t)) の運動方程式は，バネ係数をリンクの
重みとした (無向グラフの) 対称な Laplacian 行列 L =

[Lij ] を用いて以下のように書ける (付録参照)．

M
d2x(t)

dt2
= −Lx(t) (8)

ここで，M := diag(m1, . . . , mn) である．両辺に左から
M−1 を掛けると

d2x(t)

dt2
= −L0 x(t) (9)

を得る．このように，運動方程式が非対称 Laplacian 行
列 L0 を用いて表現できる点が重要である．運動方程式
(9)は対称化可能な有向グラフの非対称リンクの構造を反
映しており，リンクの対称化の際に導入するノードの特

weak interaction

図 7: 蔵本モデル

性はノード質量に対応している．更に，リンク対称化の
条件 (1) はニュートンの第三法則 (作用・反作用の法則)

に対応している.

ベクトル y(t) を

y(t) := M+1/2 x(t),

と定義することで，運動方程式 (9) を以下のように書き
換えることができる．

d2y(t)

dt2
= −S0 y(t) (10)

従って，対称化可能トポロジーを持つ非対称リンク上の
振動モデルは，対称な scaled Laplacian 行列 S0 によっ
て分析することが出来る．
運動方程式 (10) を解くために，解 y(t) を S0 の固有

基底 {vµ} によって以下のように展開する．

y(t) =
n−1∑
µ=0

aµ(t)vµ (11)

解 (11) を運動方程式 (10) に代入することで，振動モー
ド µ (µ = 0, . . . , n − 1) に対する n 個の独立な運動方
程式

d2aµ(t)

dt2
= −λµ aµ(t)

を得る．これらは容易に解けて

aµ(t) = aµ(0) e
±iωµ t (12)

となる．ここで ωµ =
√
λµ，i =

√
−1 である.

この結果は，対称化可能なネットワーク上の振動現象
が，角振動数 ωµ (µ = 0, 1, . . . , n−1)を持つ n個の独立
な調和振動子 (普通の振り子のこと) と数学的に等価であ
ることを示している．ここで現れる n 個の振動子はノー
ドの数 n と等しいが，決して各ノードが独立に振動して
いるのではないことに注意する．各ノードは図 5 に示す
ように隣接ノードの影響を強く受けていて独立ではない
が，ネットワーク内には全体として n 種類の振動モード
が現れ，それらの振動モードが独立な振動子として振舞
うという意味である．それ故に，いくら時間が経過して
もそれぞれの振動解 (12) は独立して単純な動きを繰り返
すことになり，時間と共に振幅が発散するなどの特異な
現象が起こることはない．
式 (12) を用いると，元の運動方程式 (9) の解は以下の

ように得られる．

x(t) = M−1/2

(
n−1∑
µ=0

aµ(0) e
±iωµ t vµ

)
(13)



3.2 ノード中心性とノードの振動エネルギー

ネットワーク上の振動モデルの重要性は，ノードの振動
エネルギーがノード中心性の概念と結びつく点にある [8]．
具体的な話に入る前に，ノード中心性の概念に触れて

おく [10, 11, 12]．ノード中心性とは，ネットワークの中
で特定のノードがどのくらい重要な働きをしているかを
定量的に表したもので，重要性の基準の採り方によって
様々なノード中心性の概念が存在する．次数中心性とは，
ノード次数 (ノードにつながっているリンクの本数) を
中心性の指標としたもので，ノード次数の高いノードほ
ど情報の伝播に強く寄与することを評価した指標である．
媒介中心性とは，任意の 2 ノード間の最短経路が自ノー
ドを通過する割合を中心性の指標としたもので，多くの
最短経路を中継しているノードが高く評価される指標で
ある．
質量 m，角振動数 ω，振幅 A の単振動の振動エネル

ギーが 1
2mω2A2 で与えられることから，ノード i の振

動エネルギー Ei(t) は以下のように表現できる．

Ei(t) =
1

2
mi

n−1∑
µ=0

ω2
µ |aµ(t)|2

(
vµ(i)√
mi

)2

=
1

2

n−1∑
µ=0

ω2
µ |aµ(t)|2 (vµ(i))2 (14)

ここで，vµ = t(vµ(1), . . . , vµ(n)) である．S0 は実対称
行列なので ωµ や vµ(i) は実数であることに注意する．
初期状態として，時刻 t = 0 でのノードの変位がラン

ダムに与えられるとする．この場合，全ての振動モード
が同じ強さで振動エネルギーに寄与することになる．全
ての µ に対して |aµ(t)| =

√
2 と選べば，ノード i の振

動エネルギーは

Ei =

n−1∑
µ=0

λµ (vµ(i))
2 =

∑
j∈∂i kij

mi
= di (15)

となる．ここで ∂i はノード i からの出リンクが繋がる
隣接ノードの集合である．式 (15) の二つ目の等号が成
り立つ理由は以下のとおりである．S0 は直交行列 P =

(v0, . . . , vn−1) によって Λ = tP S0 P のように対角化
できる．ここで Λ = diag(λ0, . . . , λn−1) である．S0 =

P Λ tP であることを用いると，Ei は S0 の i 番目の対
角成分であることが分かり，di となる．故に，Ei はノー
ド i の次数中心性を与える [8].

次に，リンクの重み wij として，任意の 2 ノード間
の最短経路が有向リンク i → j を通過する本数を与え
る．この場合も，初期状態のノードの変位がランダムに
与えられるとして，全ての振動モードが同じ強さで振動
エネルギーに寄与する状況を考える．全ての µ に対して
|aµ(t)| =

√
2 と選べば，

Ei − (n− 1)

は媒介中心性を与える [8].

このことは，異なるノード中心性の概念を共通の枠組
みで理解したことになる．また，ノードの変位 xi(t)はそ
れ自体で物理的な意味があるわけではなく，ノードの運
動エネルギーを考えることでネットワーク内でのノード
の働きの強さを表現することになる．但し，ノードの変
位 xi(t) を介してノード中心性を理解することは決して
無意味ではなく，ノードのアクティビティがネットワー
ク内を伝搬するには，その背後にノードの変位 xi(t) に
基づく波の構造が必要なのである．
更に重要なことは，ノードの振動エネルギーがノード

中心性の概念を拡張に結びつくことである．リンクの重
みやノードの重みを変えることで，様々な中心性の尺度
を作り出せるのはもちろん，運動方程式の初期条件を変
えることで，特定のノードがアクティビティの起点となっ
た場合のノード中心性なども自然に得られる．また，一
般に振動現象とは運動エネルギーとポテンシャルエネル
ギーが入れ替わりながら変化することから，ノードの運
動エネルギーのみを考えることにより，ネットワーク上
のノードのアクティビティの伝播の経時変化を記述する
ことも出来る [8]．

3.3 ネットワーク上の減衰振動

現実の状況では振動は時間と共に減衰するので，ネッ
トワーク上の減衰振動を考察する．減衰力がノードの速
度と質量に比例するとして，減衰振動の運動方程式は

M
d2x(t)

dt2
= −Lx(t)−M γ

dx(t)

dt
(16)

となる．ここで γ > 0 は定数で減衰係数と呼ぶ. ベクト
ル y(t) = M+1/2 x(t) を用いると，運動方程式は以下の
ように対称化できる．

d2y(t)

dt2
+ γ

dy(t)

dt
= −S0 y(t) (17)

減衰振動の運動方程式 (16) の解は，減衰係数の強さに
よって振舞いが異なり，減衰が大きい場合には振動せず
に平衡状態に向かうことも起こり得る．振動モード aµ(t)

の解が aµ(t) ∝ eαt で与えられるとして，α に関する特
性方程式

α2 + γα+ λµ = 0 (18)

を考えると，これが複素数解を持つとき ((γ/2)2 < λµ)

の振動モード µ の減衰振動の解は

aµ(t) = aµ(0) exp [−(γ/2)t] exp

[
±i
√
λµ − (γ/2)2 t

]
(19)

となる．これは，減衰係数の影響が比較的小さいために
振動が起こる場合に相当する．右辺の二つ目の指数関数
の肩が純虚数であることからこの部分は振動を表し，右
辺の最初の指数関数の肩が負値であることから時間と共
に振幅が指数関数的に減衰する効果を表している．振動



モード µ 毎に解 aµ(t) を求めた後に，減衰振動の元の運
動方程式 (16) の解は減衰無しの場合と同様に以下のよう
に得られる．

x(t) = M−1/2

(
n−1∑
µ=0

aµ(t)vµ

)

4 対称化可能でない有向グラフ上の振

動モデルとネット炎上のモデル化

前節で述べた振動モデルは，対称化可能な有向グラフ
の非対称リンクを対象としたもので，一般の有向グラフ
への適用はできない．本節は，振動モデルを一般の有向
グラフに拡張すると共に，ネット炎上を説明可能なモデ
ルを考察する．ここで，ネット炎上とは，ノードのアク
ティビティの強さ (ノードの振動エネルギー) が時間と共
に発散する現象であるとする，

4.1 一般の有向グラフ上の振動モデル

前節では，対称化可能な有向グラフで記述可能なネッ
トワーク上の振動モデルは，図 5 のような現実世界の力
学モデルで表現でき，本質的に n 個の独立な振り子の運
動に分解されることを述べた．このことは，いくら時間
が経過してもノードの振動エネルギーが発散するような
振舞いは出現しないことを示唆している．ここでは，対
称化可能な有向グラフを超えて，ネットワーク上の振動
モデルを一般の有向グラフに拡張することを考える．
振動モデルに SI からの寄与を考慮するために，運動

方程式 (10) または (17) を以下のように拡張する．

d2y(t)

dt2
+ γ

dy(t)

dt
= −(S0 + SI)y(t) = −S y(t), (20)

ここで γ ≥ 0 である．この場合，S に対応する L がリ
ンク対称化の条件 (1) を満たさないので，拡張した振動
モデル (20) はニュートンの第三法則を満たさないことに
なる．従って，図 5 のようなバネを用いた力学的な表現
はできない．つまり，現実世界の力学的な振動ではなく，
仮想的な振動モデルを考えていることになる．
scaled Laplacian 行列 S が実対称行列ではなくなるこ

とから，運動方程式 (20) を解く際に以下の点に注意が必
要である．

• S が常に対角化可能であるとは限らない．

• S の固有値は一般に複素数である．

• S の固有ベクトルは一般に直交しない.

これらの性質が運動方程式 (20) の解と運動エネルギーに
どう影響するか考察しよう．
S の固有値を λ̄µ (µ = 0, . . . , n− 1) とし，固有値 λ̄µ

に属する長さ 1 の固有ベクトルを v̄µ とする．S が対角
化出来ない場合には常に，固有値方程式

det(S − λ̄ I) = 0, (21)

が重解を持つ (必要条件)．ここで I は単位行列である．
工学的な枠組みでは，リンクの重み等のパラメタの精度
は有効数字の範囲内であるため，数学的に厳密な重解と
なることを避けることは容易である．そのため，S は n

個の線形独立な固有ベクトルを持ち，常に対角化可能で
あるとして問題ない．S は以下のように対角化できる．

Λ̄ = P̄
−1

S P̄ (22)

ここで，Λ̄ := diag(λ̄0, . . . , λ̄n−1), P̄ := (v̄0, . . . , v̄n−1)

である．
固有ベクトル v̄µ (µ = 0, 1, . . . , n − 1) が線形独立で
あるので，運動方程式 (20) の解 y(t) を

y(t) =

n−1∑
µ=0

āµ(t) v̄µ.

のように展開し，運動方程式 (20) に代入することで，
āµ(t) に関する n 個の独立な運動方程式

d2āµ(t)

dt2
+ γ

dāµ(t)

dt
+ λ̄µ = 0. (23)

に分解できる．減衰振動の解 (19) を求めるときと同様の
手順を適用し，ᾱ を (23) の特性方程式の解とすると，対
称化可能な場合の解 (19) に相当する一般の有向グラフの
場合の振動解 āµ(t) は以下のように書ける．

āµ(t) = āµ(0) exp
[
−γ

2
t
]
exp

[
±i
√

λ̄µ − (γ/2)2 t

]
(24)

これを用いると，運動方程式 (20) の解 y(t) は以下のよ
うに書ける．

y(t) =
n−1∑
µ=0

āµ(t) v̄µ (25)

この過程で，S の固有値 λ̄µ が複素数であることが |āµ(t)|
の振舞いに大きな影響を及ぼす．また，y(t) を元にして
ノードの振動エネルギーを考える際に，固有ベクトルが
直交していないことにより，振動モード間の結合が発生
する．

4.2 ネット炎上のモデル化と対策技術

ここでは，S の固有値 λ̄µ が必ずしも実数にはならな
いことの影響に注目する．
もし，固有値 λ̄µ が実数であれば，解 (24) の右辺の二

番目の指数関数の肩は，式 (19) の場合と同様に純虚数に
なるので，解 (24) は振動しながら振幅が指数関数的に減
少する関数を表す．そのため，式 (19)で考察したように，
時間と共に振幅が発散するような挙動は発生することが
ない．
次に，もし固有値 λ̄µ が複素数になったとして，その

影響を考察する．このとき，α と β を適当な実数として√
λ̄µ − (γ/2)2 = α+ iβ (26)



と表すことができる．これを用いて解 (24) を書き換え
ると

aµ(t) = aµ(0) exp
[
−
(γ
2
± β

)
t
]
exp [±iα t] (27)

となる．式 (27) の構造から，aµ(t) の振幅は |β| > γ/2

のときに時間と共に発散することがわかる．ω̄µ =
√
λ̄µ

としたときノード i の振動エネルギーは

Ei =

n−1∑
µ=0

|ω̄µ aµ(t) v̄µ(i)|2 (28)

となるから，aµ(t) の発散はノードの振動エネルギーの発
散に結びつく．これが，ネットワーク上の振動ダイナミ
クスからネット炎上のような特異で爆発的な振舞いが自
律的に引き起こされるためのモデルを与えていると解釈
できる．
発散が生じる仕組みがわかると，それを起こさない条

件を考えることでネット炎上の防止技術を検討すること
が出来る．γ ≥ 0 の値にかかわらず常にネット炎上の発
生を防止するには，L の固有値が全て実数であればよい．
有向グラフ G(V,E) が対称化可能であるという条件は，
L の固有値が全て実数となるための十分条件であるので
G(V,E) を対称化可能に調整することでネット炎上を防
止する技術を考察する．そのためには LI の影響を排除
するような操作ができれば良い．
ネットワーク上でノード i = i1, i2, . . . , ik が閉路を構

成しているとし，i1 → i2 → · · · → ik → i1 に沿った閉路
のリンクの重みの積を考える．もし全ての隣接ノード間
で条件 (1) が成立するとすると

wi1i2 wi2i3 · · · wiki1 =
mi2

mi1

wi2i1

mi3

mi2

wi3i2 · · · mi1

mik

wi1ik

= wi1ik · · · wi3i2 wi2i1 (29)

となるので，閉路の右回りと左回りのリンクの重みの積
が等しくなる．また，これが成り立てば条件 (1) を満た
す mi, mj を選ぶことができる．このことから，任意の閉
路について右回りと左回りのリンクの重みの積が等しく
なるよう調整することで，有向グラフを対称化可能にす
ることができる．そのためのリンクの重みの調整は，閉
路上のどのリンクに対して実施しても良い．この任意性
が Laplacian 行列の分解 (6) の採り方の自由度と関連し
ている．
次に図 8上図に示すように二つの閉路 C1 と C2 を考

え，それぞれの右回り／左回りのリンクの重みの積を R1,

L1 及び R2, L2 とする．また C1 と C2 が図 8下図のよ
うに経路の一部を共有しているとし，共有部分のリンク
について重みの上向き／下向きの積をそれぞれ U , D と
する．このとき，C1 と C2 を結合してできる大きな閉路
C1+2 (図 8下図の太線)の重みの積を考えると，R1 = L1

及び R2 = L2 の条件の下で
R1

D

R2

U
=

L1

U

L2

D
(30)

となるから，閉路 C1+2 も右回りと左回りのリンクの重
みの積は等しい．このことから，調整する閉路は分割不
可能な閉路のみで十分である．

U D

R R

L L CC

 

 

CC 

図 8: 二つの閉路 C1, C2 とそれらを組み合わせた閉路に

ついてのリンクの重みの積

5 おわりに

本稿では，ソーシャルメディアネットワークにおける
ユーザ間の非対称相互作用によって生ずるダイナミクス
を記述するための，ネットワーク上の振動モデルについ
て議論した．まず，非対称相互作用を特徴づける有向リ
ンクについて考察し，対称化可能な有向グラフとそれ以
外の分類を行った．次に，対称化可能な有向グラフ上で
振動モデルを導入し，その解の特徴について述べた．こ
の場合，ネットワーク上の振動モードが独立な調和振動
子で表現でき，各ノードの振動エネルギーは既存のノー
ド中心性概念を含むノード中心性の拡張概念を与えるこ
とを示した．更に，振動モデルを一般の有向グラフに拡
張し，その結果，ネット炎上のようなノード中心性が発
散する現象が記述できることを述べた．同時に，発散を
防止するための技術について議論した．このように，ネッ
トワーク上の振動モデルは，一方で従来のグラフ理論の
結果であるノード中心性の結果を再現しつつ，人と人の
複雑な関係を表現できるモデルであることが分かる．
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付録: ネットワーク上の振動モデルに関

する正準運動方程式

Hamilton の正準形式により，ネットワーク上の非減衰
振動の運動方程式を導出する．
ノード i–j 間のバネ係数を kij > 0 とし，ノード i の

質量を mi > 0 とする．時刻 t におけるノード i の変位
を xi = xi(t) とし，その共役運動量を pi = pi(t) とする．
このとき，ネットワーク上の結合振動子の Hamiltonian

H (システムの全エネルギー) は，運動エネルギーとポテ
ンシャルエネルギーの和として

H :=
∑
i∈V

(pi)
2

2mi
+

∑
(i,j)∈E

kij
2

(xi(t)− xj(t))
2 (31)

のように書ける．Hamilton の正準形式に従うと，正準運
動方程式と呼ばれる運動方程式は以下のように与えられ
ることが知られている．

dpi(t)

dt
= −∂H

∂xi

dxi(t)

dt
=

∂H
∂pi

これに Hamiltonian (31) を代入すると，

dpi(t)

dt
= −

∑
j∈V

Lij xj(t)

dxi(t)

dt
=

pi
mi

を得る．正準運動方程式から pi を消去すると，運動方程
式として以下の波動方程式を得る．

M
d2x(t)

dt2
= −Lx(t)

ここで，x(t) はノードの変位を表す列ベクトル

x(t) := t(x1(t), . . . , xn(t))

であり，M は質量行列M := diag(m1, . . . , mn)である．


